CAPITULO 12

ESPERANZA MATEMATICA PARCIAL (22 parte)

Sumario: 1. Esperanza matematica parcial en el proceso de PoISSON. 2. Esperanza matematica
parcial en el proceso de BERNouULLI. 3. Esperanza matematica parcial en las extracciones sin
reposicion. 4. Varianza de una funcion lineal por tramos y de una variable truncada. 5. Apéndice.
5.1. Demostraciones de las expresiones de la esperanza matematica parcial de X2, 5.2.
Demostraciones de las expresiones de H(r) y de Hy(r) para las distribuciones discretas. 6.
Problemas.

1. ESPERANZA MATEMATICA PARCIAL EN EL PROCESO DE POISSON

En el capitulo anterior, dedicado a los problemas de Esperanza Matematica Parcial en
variables continuas, vimos la expresion correspondiente a la distribucion Gamma:

(12.1)  HX) = (X \ r+1;5)

Ello no obstante, el concepto es también extensivo al caso de las variables discretas. Asi,
para la distribucion de POISSON, tenemos:

(122)  Hy(fim)= $iP i \my= 5iMe
i=0 i=0

me
i!
La demostracion es en este caso muy simple y la veremos en el Apéndice. Advierta que,
como es natural, esta expresion tiende a m para r—oo, ya que m es la media de la variable de
POISSON. También tenemos

= mFpo(r-1\'m)

00 0 in—m
(122)) Jpo(t\m) = P (i\m)= 3iT e| — M — Hpo(r—1\ m) = M — mFpo(r—2\ m)
i=r

i=r I!

=m[1- Fpo(r=2\ m)] = mGpo(r—1\ m)

y, para un intervalo r; <r <r,

(12.27) EziPpo(i \m)=H(r,)-H(r -1

i=r,

Ejemplo 1. Una empresa produce una tela especial a un costo de fabricacion de 30
$/metro y con una media de 1 falla cada 20 metros. Esta tela se corta para la venta en piezas de
60 m de longitud. Las piezas con menos de 3 fallas, que se reparan, se venden a 69 $/m. Las
piezas con 3 o mas fallas no se reparan y se venden con un descuento de 60 $/falla hasta llegar a
la quinta falla. Las piezas con mas de 5 fallas tienen un valor residual del 70% de su costo de
fabricacion. Si el costo de inspeccion es de 240 $/pieza y el de reparacion 50 $/falla, ;cudl es el
beneficio esperado por pieza?

La variable aleatoria fundamental del problema (r) es el nimero de fallas que se
encuentran en un rollo de 60 metros, que tiene distribucion de POISSON. El beneficio obtenido en
una pieza depende del valor que tome dicha variable como sigue



r<2: B = 69x60 — 30x60 — 240 — 50r = 2.100 — 50r
3<r< 5: B=69%60 —30x60 — 240 — 60r = 2.100 — 60r
r>6: B =0,7x30x60 — 30x60 — 240 = —780

Aplicando el procedimiento habitual, el beneficio esperado sera
(12.3) E(B)=2.100F(2) — 50H(2) + 2.100[F(5) — F(2)] — 60[H(5) — H(2)] — 780G(6)
Calculemos los términos de la expresion. Para m=(1/20)x60 = 3 es

F(2) = Fpo(2\3) = 0,42319
F(5) = Fpo(5\3) = 0,91608
G(6) = 1-F(5) = 0,08392
H(2) = 3Fpo(1\3) = 3x0,19915 = 0,59744
H(5) = 3Fpo(4\3) = 3x0,81526 = 2,44579

Reemplazando en (12.3) obtenemos E(B) = $1.717.,5.

Ejemplo 2. Las fallas de un proceso de fabricacion de alfombra moqueta se presentan
aleatoriamente, con una tasa de 1 falla cada 32 metros. La longitud de los rollos es variable, pues
queda determinada por la aparicion de cada falla si ésta aparece antes de los 20 m, de lo contrario
se corta en 20 m. Calcular: a) La longitud media de los rollos. b) El beneficio esperado por rollo
si el costo es de 150 $/m y el precio de venta 220 $/m para los rollos menores de 10 m y 250 $/m
para los restantes.

a) Llamemos:

t: Longitud necesaria para encontrar una falla

y: Longitud de un rollo

Podemos expresar la relacion entre t e y como sigue

t<20: y=t
t>20: y=20

La longitud media de los rollos sera entonces

(12.4) E(y)= 2jotf (®)dt +207] f (t)dt = H(20) + 20G(20)
0 20

La variable t tiene distribucion Exponencial, o sea Gamma de r=1, con A=1/32. Entonces
G() = e, H(t) = rpFy(t\ r+1; B) = (1/M)Fy(t\ r=2;1/1)
G(20) =e P20 = ,53526

H(20) = 32F4(20\ r=2; £=32) = 32G0(2\ M=20/32) = 32Go(2\ m=0,625)
— 32x0,1302 = 4,1664



Reemplazando en (12.4), obtenemos E(y) = 14,87 metros.

b) El beneficio de un rollo se expresa en funcion de la variable t como sigue

t<10: B = (220 — 150)t = 70t
10<t<20: B=(250— 150)t = 100t
t>20: B = (250 — 150)x20 = 2.000

El beneficio esperado serd entonces
(12.5) E(B)=70H(10) + 100[H(20) — H(10)] + 2.000G(20)
Sélo nos falta calcular

H(10) = 32F4(10\ r=2; 4=32) = 32Gpo(2\ M=10/32) = 32Gpo(2\ m=0,3125)
=32x0,03975 = 1,27214

Reemplazando en (12.5), obtenemos E(B) = $1.449.

Observacion. Un error que suele cometerse al resolver este problema es omitir el ultimo
término de (12.5), que vale 2.000G(20) = 2.000x0,53526 =1.070 es decir que pesa mucho mas
que los otros dos términos. El error proviene de considerar erroneamente que, como no hay rollos
mayores de 20 metros, lo cual es cierto, no debe considerarse el evento t >20, pero el evento
imposible no ese sino y >20; la variable t tiene el dominio (0;0).

Ejemplo 3 (Problema del ferry). Un servicio de ferry para transporte de automoviles
tiene una frecuencia de partidas de 1 cada 2 horas o al completarse el ferry si ello ocurre antes.
Aunque no se complete en las 2 horas, parte de todos modos, pues lo estan esperando en la otra
orilla. Cada ferry tiene capacidad para 5 autos y al partir es reemplazado de inmediato por otro
que atraca en el muelle. Se sabe ademas que los arribos ocurren al azar a razéon de 3,8 autos por
hora. Calcular: a) El lapso medio entre partidas. b) El nimero medio de vehiculos transportados.

Llamemos

t : Tiempo necesario para que lleguen 5 autos

y : Tiempo de salida del ferry
entonces, la relacion entre t e y se establece como sigue

t <2 horas: y=t (El ferry sale completo)
t> 2 horas: y =2 horas (El ferry no se completd pero debe partir)
luego:

(12.6) E(y)= ftf (tydt + 2? f(t)dt = H(2)+2G(2)
0 0

La variable t tiene distribucion Gamma de r=5 y A=3,8 autos/hora, entonces

G(2) =1 — Fg2\ r=5; B=1/3,8) = 1 — Gpo(5\ M=3,8x2) = Fpo(4\ M=7,6) = 0,12494



H(2) = TR\ 141 f) = (5/3,.8)Fg(2\ 1'=6; f=1/3.8) = (5/3.8)Gpo(6\ M=7,6) =
=(5/3,8)x0,76932 = 1,01226

Reemplazando en (12.6), obtenemos E(y) = 1,26 horas =1h16min
b) Llamemos ahora

r : Numero de autos que llegan en 2 horas
w : Numero de autos que lleva el ferry

y entonces:

(12.7) r<s5: w=r
r>6: w=>5

luego

(12.8) E(W)= SrP(r)+ 55 P(r) = H(5)+5G(6)
r=0 6

La variable r tiene distribucion de POISSON con m=3,8(autos/hora)x2horas=7,6, por lo
tanto

G(6) = Gpo(6\ m=7,6) = 0,76932
H(5) = Hpo(5\ m=7,6) = mFpo(r—1\ m) = 7,6Fpo(4\ m=7,6) = 7,6x0,12494 = 0,94954
Reemplazando en (12.8), obtenemos E(W) = 4,8 autos.

Observacion. La relacion (12.7) también se puede plantear como sigue
r<4:w=r
r=5: w=5

y se obtiene el mismo resultado (verifiquelo el lector).

Ejemplo 4. Una mecha para agujercar un tipo de pieza se rompe por causas
exclusivamente aleatorias, no por desgaste ni fatiga, a una tasa 0,8 mechas por hora. Al comenzar
cada turno de 8 horas, se completa en el pafiol un stock de 6 mechas; si se rompen las 6 mechas
en el turno, se origina una pérdida medida por el tiempo de parada de maquina, hasta el cambio
de turno, pues el paiol esta cerrado. Calcular: a) El tiempo medio de parada de maquina por esta
razon. b) El nimero medio de mechas rotas por turno.

a) Llamemos

t: Tiempo necesario para romper 6 mechas

y : Tiempo perdido

Podemos establecer la siguiente relacion entre t e y:

t<8horas: y=8-t
t>8horas: y=0

El tiempo medio perdido sera
8
(12.9) E(y)= [(@—1t)f(t)dt=8F(8)—H(8)
0

La variable t tiene distribucion Gamma con r =6y = 1/0,8 =1,25 horas, por lo tanto



F(8) = Fy(8\ r=6; £=1,25) = Gpo(6\ M=6,4) = 0,61626

H(8) = rAFy(8\ ’=r+1; ) = 6x1,25F4(8\ I’=7; 5=1,25) = 7,5Gpo(7\ M=6,4)=
7,5x0,45767 = 3,43256

Reemplazando en (12.9), obtenemos E(y) = 1,5 horas.

b) Llamemos ahora:
r : Numero de mechas que podrian romperse en un turno de 8 horas.
w : Numero de mechas realmente rotas en un turno de 8 horas.

La relacion entre r y w es la siguiente:

(12.10) r<6: w=r
r=7: w=6
luego
(12.11) E(w)=H(6) + 6G(7)

La variable r tiene distribucion de POISSON de m = 6,4, por lo tanto

G(7) = Gpo(7\ Mm=6,4) = 0,45767
H(6) = 6,4Fpo(5\ m=6,4) = 6,4x0,38374 = 2,45594

Reemplazando en (12.11), obtenemos E(w) = 5,2 mechas.

Observacion. La relacion (12.10) también se puede plantear como sigue
r<5:w=r
r>6: w=6

y se obtiene el mismo resultado (verifiquelo el lector).

Ejemplo 5. El control de expedicion de una tela que se expende en rollos de 400metros se
efectua revisando todos los rollos, separando aquellos en los que se encuentren 2 fallas; la
inspeccion del rollo se detiene al encontrar la 2* falla. Se sabe que el proceso productivo trabaja
con una tasa de 1 falla cada 1.000metros. Calcular: a) El nimero medio de fallas en los rollos
separados (que no salen a expedicion) y en los no separados. b) El costo medio de muestreo por
rollo, sabiendo que la inspeccion cuesta 0,1$/metro.

a) El numero r de fallas en un rollo es una variable aleatoria con distribucién de POISSON
de m = (1/1.000)x400 = 0,4. Los rollos que no salen a expedicion tienen 2 o mas fallas, cuya
media es

J(2) _MGpo(1\m) —0,4Gp,(1\m=0,4)  0,4x0,32968 _

E(r\r>2)= =2,14
G(2) Gy(2\m) Gp(2\m=04) 0,06155

Los rollos que salen a expedicion tienen 1 o ninguna falla, cuya media es



H1) mF,(0\m) 0,4%0,67032
F()  Fp(\m) 0,93845
b) Llamemos

X : Longitud necesaria para encontrar 2 fallas
y : Longitud inspeccionada

B(r\r<l)= = 0,286

Podemos establecer la siguiente relacion entre X e V:

X<400: y=X
X>400: y=400

La media de la longitud inspeccionada por rollo sera:
(12.12) E(y) = H(400) + 400G(400)
La variable X tiene distribucion Gamma de r =2 y £#=1.000 por lo tanto
G(400) = 1 — F4(400\ r=2; £=1.000) = 1 — Gpo(2\ m=0,4) = Fpo(1\ m=0,4) = 0,93845

H(400) = Hy(400\ r=2; 4=1.000) = 2x1.000Fg(400\ r’=3; =1.000) =
=2.000Gpo(3\ M=0,4) = 2.000x0,007926 = 15,85266

Reemplazando en (12.12), obtenemos la longitud media inspeccionada por rollo E(y) =

391,23 metros y como el costo es 0,1 $/metro, el costo de muestreo por rollo sera de $ 39,12.

2. ESPERANZA MATEMATICA PARCIAL EN EL PROCESO DE BERNOULLI

Para la distribucion Binomial, la Esperanza Matematica Parcial izquierda es
ro. r(n) . :
(12.13) Hy(r\n;p)=XiP,(i\n;p) = ZI(_)D'(]— p)"
i=0 i=0 I

en el Apéndice demostraremos que su expresion es
(12.13) Hp(r\ n; p) = npFyp(r—1\ n—1; p)

También podemos definir la Esperanza Matematica Parcial derecha como
n._o. n(n) . :
(12.13%) Jp(r\n;p)= iR, (i\n;p) = Zl(_)p'(l— p)"
i=r i=r {1

cuya expresion puede obtenerse a partir de (12.13):

Jp(r\ n; p) = np — Hy(r=1\ n; p) = np — NpFy(r=2\ n; p) = np[1-Fp(r-2\ n—1; p)]



(12.13%) Jn(r\ n; p) = npGp(r—1\ n—1; p)

Para la distribucion de PASCAL, tenemos

n n -1) . .
(12.14)  H(n\r;p)= ;iPpa(i\n; p)= gi(?—ljpl(l_ )"

En el Apéndice demostraremos que su expresion es

(12.14) H,(n\r; p)=%Fpa(n+l\r+l; D)

y también

r

r r r
3, (n\r; p)=E—Hpa(n—1\r; D) = ; EFpa(n\r+1; p)=E[I—Fpa(n\r+1; D)

(12.14) 3, (n\r; p):%Gpa(n+1\r+l; D)

Ejemplo 6. Un proveedor ha firmado un contrato para proveer piezas de repuesto en las
siguientes condiciones: 1) Cada lote de 100 piezas sera revisado totalmente por el comprador, no
pagandose las defectuosas; 2) si el numero de piezas rechazadas en el lote fuera superior a 10, por
cada pieza adicional rechazada se descontard un monto igual a su precio de venta. Dado que hay
un 8% de defectuosas, el costo total de produccion es de 80 $/pieza y el precio de venta de 120
$/pieza, calcular el beneficio medio de los lotes.

Llamemos r al nimero de defectuosas en el lote de 100 y B al beneficio del lote. La
relacion entre estas variables es

r<10: B=120(100 — r) — 80x100 = 4.000 — 120r
r>11: B=120(100 —r) — 80x100 — 120(r — 10) = 5.200 — 240r

El beneficio esperado del lote sera
(12.15) E(B)=4.000F(10) — 120H(10) + 5.200G(11) — 240J(11)
La variable r tiene distribuciéon Binomial de n=100 y p=0,08, por lo tanto

F(10) = F(10\100; 0,08) = 0,82433
G(11) = Gp(11\100; 0,08) = 0,17567

H(10) = 100x0,08xF(9\99; 0,08) = 100x0,08x0,83497 = 6,67976
J(11) = np — H(10) = 8x100 — 6,67976 = 1,32024

Reemplazando en (12.15), obtenemos E(B) = $3.092.

Ejemplo 7. Una fabrica de autopartes tiene en cartera un pedido de 210 piezas fundidas.
El porcentaje defectuoso es del 11% y por razones técnicas se deben fundir todas las piezas en
una sola colada. En el contrato firmado con el cliente se estipula un precio de venta de $122 por
cada pieza hasta las 210 y $90 por cada pieza excedente. Se establece ademas que el proveedor



otorgard una bonificacion de $20 por cada pieza faltante hasta las 210. Cada pieza producida
tiene un costo de $92 —sea buena o defectuosa—. a) Si se decide fabricar 250 piezas, ;cual es el
beneficio esperado del lote? b) ;Como deberia proceder para maximizar dicho beneficio?

a) Sea r el numero de buenas en el lote de n=250. El beneficio sera

r<210: B=122r—-92x250-20(210 —r) = 142r — 27.200
r>211: B= 122x210—-92x250 + 90(r—210) =90r — 16.280

Su valor esperado
(12.16) E(B)=142H(210) — 27.200F(210) + 90J(211) — 16.280G(211)
La variable r tiene distribucion Binomial de n =250y p = 0,89. Entonces

F(210) = F5(210\ 250; 0,89) = 0,010196
G(211) =1 — F(210) = 0,989804

H(210) = npFy(r—1\ n—1; p) = 250x0,89F,(209\ 249; 0,89) = 222,5x0,009558 = 2,12661
J211) = np — H(210) = 220,3734

Reemplazando en (12.16), obtenemos E(B) = $3.744,24.

b) Para maximizar el beneficio esperado, podemos variar el nimero n (total) de piezas a
fundir y ver qué valor de este parametro resulta en un beneficio esperado maximo.
Para ello, debemos replantear la funcién beneficio como sigue

r<210: B=122r-92n-20(210 —r)=142r-92n-4.200
r>211: B= 122x210-92n+90(r—210) =90r — 92n + 6.720

y su valor esperado

E(B) = 142Hy(210\ n; 0,89) — (92N + 4.200)F,(210\ n; 0,89)
+90J5(211\ n; 0,89) — (92N — 6.720)G(211\ n; 0,89)

Con planilla EXCEL hemos calculado esta expresion para distintos valores de n y
comprobamos que toma valor maximo para n =239, con E(B) = 3.829,67.

Ejemplo 8. En un taller se efectia el control de expedicion revisando las cajas que
contienen 20 unidades de una pieza estandar. Las cajas se revisan sacando las piezas, una por una
y, al encontrar la 2* defectuosa, la caja se retira de expedicion. Esto significa que todas las cajas
salen con una o ninguna unidad defectuosa. Se sabe que el proceso productivo trabaja con el 4%
de defectuosas. Calcular: a) La probabilidad de que una caja cualquiera sea retirada de
expedicion. b) La cantidad media de unidades defectuosas que llevan las cajas que salen a
expedicion y de las que no salen. ¢) El costo medio de muestreo por caja, si cada pieza tiene un
costo de muestreo de $5.

a) Si bien las extracciones se realizan sin reposicion, la probabilidad de defectuosa se
mantiene constante en todas ellas, por lo tanto, el nimero de defectuosas que se encontraran tiene
distribucion Binomial de p=0,04.



Si en las 20 piezas hay 2 o mas defectuosas, la caja es retirada de expedicion, por lo tanto,
la probabilidad pedida es
Gp(2\ 20; 0,04) = 0,1897

b) Las cajas que salen a expedicion tienen 0 6 1 unidad defectuosa. Su cantidad media es

_ Hy(1\20;0,04)  20x0,04F,(0119;0,04)  0,8x0,4604
F, (1\20;0,04) F, (1120;0,04) 0,8103

Analogamente, las cajas que no salen a expedicion tienen 2 o mas unidades defectuosas,
cuya media es
~Jp(2120;0,04)  20x0,04-H,(1120;0,04) 0,8-0,8x0,4604

276, (21200,04) G, (2120;0,04) 0,1897

=228

c) En el planteo convencional que, como veremos, es incorrecto, la relacion entre el
numero I de defectuosas y el costo C de muestreo es

r<t: C=5x20=100 (Se muestrea toda la caja)
nNn<20parar=2: C=5n

El costo esperado sera
E(C) = 100Fp(1\ n=20; p=0,04) + 5SHpa(20\ r=2; p=0,04)

Fp(1\ n=20; p=0,04) = 0,8103
Hpa(20\ r=2; p=0,04) = r Fra(N+1\r+1;p) = ﬁ Fpa (2113;0,04) =50x0,04969
p

2

—2,48474

Resulta entonces E(C) = $93,45.

Ello no obstante, el costo es algo menor, ya que en la primera desigualdad (r < 1) esta
incluido el caso en que al llegar a la pieza 19 no se encuentren defectuosas, pero entonces, no se
revisa la siguiente; si sucede esto, el costo no es 5x20 sino 5x19 = 95. Por lo tanto, la relacion se
plantea como sigue

A:r=0 defectuosaenn=19: C=5%x19=095
B: r =1 defectuosa en n =19 y buena la vigésima : C =5x20=100
C: n <20 para encontrar 2 defectuosas : C=5n

Verifiquemos que los 3 acontecimientos son exhaustivos:
P(A) =Py(0\ 19 ; 0,04) = 0,460419

P(B) = Pp(1\ 19; 0,04)x0,96 = 0,349919

P(C) = Fpa(20\ 2; 0,04) = Gp(2\ 20; 0,04) = 0,189662
Vemos que P(A) + P(B) + P(C) =1

El costo esperado serd entonces:

E(C) = 95Py(0\ 19 ; 0,04) + 100Py(1\ 19; 0,04)x0,96 + 5Hya(20\ r=2; p=0,04)
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Y ya habiamos calculado Hpa(20\ r=2; p=0,04) = 2,48474, de donde resulta E(C) =
$91,16.

Ejemplo 9. Se debe satisfacer un pedido de 8 discos de freno para un prototipo
experimental, siendo 0,25 la probabilidad de que uno de ellos esta fuera de especificacion. El
costo de fabricacion de cada uno es de $250 pero si en la partida inicial no se obtienen los 8
buenos, se deberan hacer los adicionales, uno por uno, a un costo de $400 cada uno,
manteniéndose la probabilidad de defectuoso. El comprador paga ademas $150 por cada disco
bueno sobrante, como un recupero de costo. a) Si se decide fabricar inicialmente 11 discos, (cual
es el costo esperado del pedido? b) (Como se puede optimizar dicho costo?

a) Llamemos r al nimero de unidades buenas obtenidas en la partida inicial de 11. La
relacion entre el costo y dicho niimero r es

r8enn=11: C =250x11 - 150(r — 8) =3.950 — 150r
n>12parar =8: C=250x11+400(n—-11)=-1.650+400n

La variable r tiene distribucion Binomial de n = 11 y p = 0,75 y la variable n tiene
distribucion de PAScAL de r =8 y p = 0,75. Por lo tanto, el costo esperado sera

(12.17) B(C) = 3.950G(8\ 11; 0,75) — 150Jp(8\ 11; 0,75)
— 1.650Ga(12\ 8; 0,75) + 400J,5(12\8; 0,75)

Calculemos los términos de esta expresion

Gu(8\ 11; 0,75) = 0,713305

Gpa(12\ 8; 0,75) = 1 — Gy(8\ 11; 0,75) = 0,286695

Jo(8\ 11; 0,75) = 11x0,75Gy(7\ 10; 0,75) = 8,25%0,775875 = 6,40097

Jpa(12\8; 0,75) = (8/0,75)Gpa(13\ 9; 0,75) = (8/0,75)F4(8\12;0,75) = (8/0,75)x0,351221
= 3,74636

Reemplazando en (12.17), obtenemos E(C) = $2.882,90.

b) La variable de decision es el numero Ny original, que en a) era 11, pero que podemos
variar para modificar el costo esperado. Entonces, debemos replantear las ecuaciones del costo
como sigue

r>8enn=ng: C =250ny — 150(r — 8) = 250ny+ 1.200 — 150r

nNn>ny+1parar =8: C= 250ny+400(n — ng) =—-150n, + 400n

El costo esperado serd ahora

E(C) = (2500, + 1.200)Gu(8\ No; 0,75) — Ju(8\ Ng; 0,75) — 150n:Gpa(No+1\ 8;0,75)
+ 400J,5(Ng+ 1\ 8; 0,75)

Para ny=10 se obtiene E(C) = 2.881,80, que es el minimo.
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Ejemplo 10 (Continuacion del Ejemplo 9). Supongamos ahora que, si en la partida
inicial de ny piezas no se obtienen las § buenas requeridas y, como antes, se deben fabricar las
adicionales una a una hasta obtenerlas, pero en este lote adicional se tiene una probabilidad de
buena diferente de py=0,75 de las primeras ny, que sea ahora p;=0,85. Rehacer el calculo para
no=11 y obtener el ny 6ptimo.

Llamaremos k = n — ng a las piezas adicionales a fabricar una a una para llegar a las 8
buenas, en caso de que no se obtengan en las ny iniciales. El costo total del pedido sera

r>8enn=ng: C =250n¢ — 150(r — 8) = 250ny+ 1.200 — 150r

r<7enn oseak>1paralograr 8 —r buenas
C =250n, + 400k
El costo esperado sera:

Ny n, 7 0
(12.18) E(C)=(250n,+1200)>.P(r)—1503 rP(r)+250n, > P(r)+400 > kP (k)
r=8 r=8 r=0 k=1
La variable r tiene distribucion Binomial de n =nyy p = po = 0,75, por lo tanto

n()
2P(r) =G, (8\ny; 0,75)
r=8

n(i
2. rP(r)=J,(8\n,;0,75)

r=8

7
2P(r)=F,(7\n;0,75)
r=0

Finalmente, la variable K tiene distribucion de PASCAL cuyo parametro r’ es igual a 8—r,
siendo r aleatorio con distribucion Binomial de n = nyg y p = po = 0,75; el parametro p de la
variable Kk es p; = 0,85. Si supiéramos a priori el valor de r, seria

E(k\r) = kflkp(k) - %

1

En el capitulo siguiente veremos que si la distribucion de una variable tiene un parametro
aleatorio, su esperanza incondicional se obtiene considerando todos los posibles valores del
parametro y ponderando con sus probabilidades. En nuestro caso es

7 7 (g_r] 17 7 7
B0 = ZEK\NPM = 5| L= sE P - Srp(r)|
r=0 r=0 pl p1 r=0 r=0
0 s€a
E(K) =pi[8|=b(7\no;o,75—Hb(7\n0;0,75)]
1

Reemplazando en (12.18) obtenemos
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E(C) = 250N + 1.200G4(8\ No; 0,75) — 150J5(8\ no; 0,75)

+ﬂ[8Fb(7\no; 0,75)— Hy(7\ny; 0,75)]

1

Si fuera p; = po= 0,75, para np=11, da E(C) = $2.882,90 y el optimo se tiene para ny=10,
con E(C) = $2.881,80 o sea los resultados obtenidos anteriormente ya que en ese caso ambos
enfoques son totalmente equivalentes.

Para p;= 0,85 y np=11, da E(C) = $2.855,01 y el 6ptimo se tiene nuevamente para Ng=10,
con E(C) = 2.831,58. El ny 6ptimo no cambia demasiado para distintos valores de p;. Asi, por
ejemplo, para p;=0,99, es ny(dptimo) =9, con E(C) = 2.774,13 y para p;=0,5, es ny(6ptimo) = 12
con E(C) =2.999,18.

Ejemplo 11. Una cuadrilla de desmonte esta compuesta por 7 hombres, cada uno con su
motosierra, y el capataz. Las motosierras se descomponen con cierta frecuencia, razén por la
cual, cada una estd detenida el 23% del tiempo. Cada vez que una motosierra se descompone, el
capataz la repara, quedando durante ese tiempo inactivo el operario. a) A efectos de analizar la
conveniencia de comprar una nueva motosierra para aprovechar dicho tiempo de inactividad, se
desea calcular en qué porcentaje se incrementara la produccion promedio del equipo en caso de
comprarse dicha motosierra adicional. b) Generalizar para una cuadrilla de k operarios y una
probabilidad p de que una maquina esté¢ detenida y g=1-p de que esté en condiciones de
funcionar.

Si se incorporara un operario y una motosierra, el incremento de produccion seria
1/7=14,3%. Si s6lo se incorpora una motosierra pero no un operario, el incremento sera algo
menor. Vamos a medir la producciéon como el nimero promedio de hombres trabajando. Con 7
hombres y 7 motosierras, dicho valor es np = 7x0,77 = 5,39. Supongamos ahora que se agrega
una motosierra pero no un operario, o sea que hay 7 hombres y 8 maquinas y llamemos

r : Numero de motosierras en condiciones de funcionar.

y : Numero de motosierras funcionando realmente.

Podemos establecer la siguiente relacion entre r e :
r<7: y=r
r=8: y=7 (solohay 7 hombres)

La variable r tiene distribucion Binomial con n = 8 y p = 0,77, por lo tanto el nimero
promedio de méaquinas funcionando es

E(y) = Ho(7\ 8; 0,77) + 7Pu(8\ 8; 0,77)

Pp(8\ 8; 0,77) = 0,77° = 0,12357
Hp(7\ 8; 0,77) = npFu(r—1\ n—1; p) = 8x0,77Fp(6\ 7; 0,77) = 6,16x0,83951 = 5,1714

Resulta entonces
E(y)=5,1714 + 7x0,12357 = 6,0364

El incremento sera
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E(y)-np _6,0364—-7x0,77

=0,1199 =11,99%
np 7x0,77

b) Si hay k operarios y (k+1) motosierras, siendo r el nimero de maquinas en condiciones
de funcionar, el nimero y de maquinas funcionando es:

r<k: y
r=k+1:vy

r
k
Seré entonces

E(y) = Hy(k\ k+1; q) + kPp(k+1\ k+1; q)
Los términos de esta expresion son
Po(k+1\ k+1; g) = <!

Ho(K\ k15 @) = (k- D)aFo(k=1\ k; @) = (k1A 1-Pu(K\ k; g)] = (k+1)q(1-9)
por lo tanto

E(y) = (k+D)a(1-9") + k" = qk + 1 - )

La produccion del conjunto antes de agregar la motosierra adicional es kg, por lo tanto el
incremento porcentual es:

E(y)-kq _qk+1-¢*)-kq _1-¢*
kq kq k

Verifique el lector que, para k =7y q= 0,77, se obtiene 0,1199.

3. ESPERANZA MATEMATICA PARCIAL EN LAS EXTRACCIONES SIN REPOSICION
La esperanza matematica parcial izquierda de la distribucion Hipergeométrica es

(12.19) H(r)=?\|—RFh(r—l\n—1;N ~L;R-1)

y la derecha
(12.19°) J(n) :r:\I—RGh(r—l\n—l;N -Lr-1)

Para la distribucion de PASCAL Hipergeométrica es

r(N +1)

(12.20) H(n)= Fon(M+I\r+ LN+ LR +1)
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r(N+1)

(1220 I(M)="——

Gph(n+l\r+l;N +1;R+1)

Ejemplo 12. Un fabricante entrega su producto en cajas de 50 unidades, en las cuales
siempre coloca “honestamente” 3 defectuosas. Sabe que las otras 47 son todas buenas. El
comprador toma una muestra de 5 unidades de la caja y, si son todas buenas, la acepta; si
encuentra 2 o mas defectuosas, la rechaza, pero si encuentra 1 defectuosa, sigue revisando hasta
encontrar otra defectuosa —que seguramente encontrard— La revision tiene un costo de
20$/unidad buena y 30$/unidad defectuosa. Calcular: a) La probabilidad de que una caja sea
aceptada. b) El costo medio de muestreo por caja.

a) Una caja solo puede ser aceptada si en la muestra de 5 no hay defectuosas, o sea

0N 5-0 5

P =Pp(0\5; 50;3) = = =0,72398

50 50

5 5
b) Sea r el nimero de defectuosas que encuentra en la primera muestra de 5 unidades
r=0: C=20x5=100
r=1:. C=20x4+30 +20(n;—1)+30=120+20n; (n; > 1 para encontrar 1

defectuosa en N=45 donde hay R=2 defectuosas)

n, < 5 para r=2 defectuosas: C =30x2 +20(n,—2) =20+ 20n;

El costo esperado sera:
(12.21) E(C) =100Pn(0\ 5; 50; 3) + 120 Pn(1\ 5; 50; 3) + 20Jpn(1\ ri=1; N;=45; R1=2) +
+ 20Fpn(5\ r=2; N=50; R=3) + 20H,n(5\ r=2; N=50; R=3)
Calculemos los términos de esta expresion

PH(0\ 5; 50; 3) = 0,72398

(3)(50—3}

1\ 5-1

Pa(1\ 55 50; 3) = ~~4>——2%=0,252551
50
5

Jon(1\ ry=1; Ny=45; R,=2) = 1N D

1
La tltima Gph vale obviamente la unidad, por lo tanto

G (2\r=2;N =46;R =3)

(N, +1)  1x46
R, +1

Jon(1\ ri=1; Ny=45; R;=2) = =15,33333
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Fon(5\ r=2; N=50; R=3) = Gn(2\ n=5; N=50; R=3) = 1— Fx(1\ n=5; N=50; R=3)
=1 = Py(0\ 5; 50; 3) — Pr(1\ 5 50; 3) = 0,023469

r(N +1)

Hpn(5\ r=2; N=50; R=3) = th(n +1\r+LN+1;R+1)

_ 2x35l1

Fn (613;51;4) = 25,5Gr(3\ n=6; N=51; R=4) = 25,5[1-F1(2\ 6; 51; 4)]

=25,5{1-[P(0)+ P(1) + P(2)]}= 25,51~ (3][:{:;1) + (ﬂ[}i:ﬂ + @j (:{:24]
W6 )

=25,5[1 - (0,59622 + 0,3407 + 0,05942)] = 0,093367

Reemplazando en (12.21), obtenemos E(C) = $411,71

Ejemplo 13. (Continuacion del Ejemplo 12). Supongamos ahora que el honesto
proveedor decide aleatorizar el numero R de defectuosas que pone en la caja del siguiente modo:
Arroja un dado y si sale as, pone una, si sale 2 6 3, pone 2 y si sale 4, 5 6 6, pone 3. Calcular: a)
la probabilidad de que una caja sea aceptada, o sea que la muestra de n = 5 no tenga defectuosas.
b) El costo esperado de muestreo de cada caja, con los mismos valores y procedimiento
anteriores.

a) Ahora el parametro R es aleatorio, con las probabilidades

PR=1)=1/6; P(R=2)=1/3; P(R=3)=1/2

La probabilidad de r = 0 defectuosas en la muestra de n =5 serd, aplicando el Teorema de
la Probabilidad Total:

P(r=0) = lPh(0\5; 50; 1)+%Ph(0\5;50; 2)+%Ph(0\5;50; 3)

x0,9 + % x0,80816 + % x0,72398 =0,7814

AN~ o

b) Con el mismo concepto, el costo esperado del muestreo es

1

(1222) E(C)=—E(C\R =1)+%E(C \R :2)+%E(C \R=3)

Para R aleatorio, la expresion (12.21) se escribe
(12.21°)  E(C\R) = 100Px(0\ 5; 50; R) + 120 Py(1\ 5; 505 R) + 20Jpn(1\ ri=1; N;=45; Ri=R-1) +

+ 20Fpn(5\ r=2; N=50; R) + 20Hpn(5\ r=2; N=50; R)
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Ya calculamos el valor E(C\R=3) = $411,71. Con el mismo procedimiento se obtiene
E(C\R=1)=$1.022 ; E(C\R=2)=1$563,67

Reemplazamos en (12.22) y obtenemos E(C) = $564,08

4. VARIANZA DE UNA FUNCION LINEAL POR TRAMOS Y DE UNA VARIABLE
TRUNCADA

4.1. Funcion lineal por tramos

Dada la funcién lineal por tramos (y) de una variable aleatoria continua X, cuya
distribucion es conocida

x<a: y=b1+b2X
(12.23) ) <X<ay y= b; + bsx
X > ay: y = bs + bex

hemos discutido el célculo de su media:

(12.24) E(y) =biF(a)) + boH(a;) + bs[F(a, — F(a1)] + bs[H(az2) — H(a))] + bsG(az) + bed(az)
Su varianza se calcula mediante:

(1225) DX(y)=E(y) - [EW)P

: 2
Para ello, calcularemos primero y:

x<ag: y2 = (b1 + bzX)2 = b]2 + 2b;bx + b22X2
(1226) a;<x<ap: y2 = (b3 + b4X)2 = b32 + 2bsbsx + b42X2
X > ay: y? = (bs + bex)? = bs® + 2bshex + be™X?

Sera entonces:
CN
(12.27) E(y*)=DblF(a,)+2bb,H(a,)+b; [x*f(x)dx +

—0

+B2[F(ay)— F(ay)]+ 2030, [H (@) — H (a)]+b2 x> f (x)dx +

a

+b2G(a,)+2bsb,J (a,) +b; sz f (x)dx

a

Aparecen asi las nuevas funciones
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(12.28) H,(x)= fxzf(x)dx; Jz(x)=ofx2f(x)dx

denominadas Esperanza Matematica Parcial (izquierda y derecha) de x°. Se cumple la siguiente
relacion entre ellas:

(12.29) Ha(X) + Jo(x) = B = 1 + &°

El célculo es especifico para cada distribucion. Indicamos su expresion para los modelos
mas importantes.

Distribucién Normal

(12.30)  Hy(x) = szf(x)dx:E(XZ)CD(Z)—%(X+;1)EXp(—Z—;] .oz -X2H
—0 T

Distribucién Lognormal

(1231)  Hy0) = [x* f (x)dx = E(xz)(I)( Ln E‘m —2D]
0

Distribucién Gamma

(12.32) Hx(x)= )j(xf(x)dx = E(x?) Fo(X\r+2;5)
0

Distribucién de WEIBULL

Q)

(12.33) Hayx)= fxz f (x)dx = E(x*) F, [(%) \r :1+3;ﬂ-: 1}
0

Distribuciéon de PARETO

X -2
(1234) Hi00 = [xf (0dx= 22 {1_(2)” }
0 v—2

X
Distribucién de GumBEL del minimo
X t t
(12.35)  Hy(x) = j x> f(x)dx=0*(1-e ™) +2p40[e ' Lntdt+ p*[e 'Ln* tdt
0 0

n
(12.36) je‘thtdt—(l ent+ 3 ED ;?nt
n=1
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n w (_1\N4N
(12.37) je’th tdt=(1-e)Ln? t+ 2Lt CO 0 e CDE
n=1 Nn!n n=l N'n

X—60
12.38) t=Expl *=¢
(12:39) p( 5 ]

Distribuciéon de GUMBEL del maximo

X t 2t
(12.39)  Hy(x)= j x? f(x)dx = 0% +2ﬂe[c +fe7'Lnt dt}+ﬂ2(cz +%—je‘t Ln?t dt]
— 0 0

X—6
12.40) t=Exp| -2—2¢
(1240 Xp( ﬂ)

Distribucién empirica dada con una serie de frecuencias

Sea la tabla de frecuencias

X ai—b; |a—-by |.. |ax—Db
Fi Fl Fz Fk
7i =FiX| 7 D L4

En esta tabla llamamos X; = (aj+b;j)/2 al punto medio de cada intervalo y 7 al total
efectivo, que se aproxima, si no es dato, como el producto de la frecuencia por el punto medio
(FiX;). Llamamos j al intervalo en que se encuentra X y h; = bj—a; a su amplitud, entonces

F.

h. J

(1241) H,()=—y -+
2 J

1ige2 1] (x+a) T (x—a;)
|1F H

También podemos definir H,(r) para las distribuciones discretas.

Distribucion de PoIiSSON

m'e™™

(1242) Hon)= 37T — = mFyo(r=2\m)+ H()

i,—m

(1242°) L) = 3’ —m+m? —H, (r=1)=m’G (r—2\m)+J(r)
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Distribucion Binomial
(12.43) Hy(r) = iiz(?)pi(l— P)" =n(n-1)p*F,(r—2\n—-2;p)+H(r)
i=0

n) . .
(12.43%) Jy(r)= iiz(i]p'(l— p" =n(n-1)p’G,(r-2\n-2;p)+J(r)
Distribucién de PAscAL

(12.44) Hy(n)= é}riz(::ﬂpr(l— p)"" :%Fpa(n+2\r+2; p)—H(n)

(12.44%) () - ii{:‘ﬂpfo—p)”-“ DG (ne2vre2ip)-3()
i=n — p

Distribucién Hipergeométrica

(12.45) Hy(r) = n%%ﬁ(r—z\n—zm _2:R=2)+H(r)

EwGh(r—z\n—z;N —2;R=2)+J(r)

12.45°) J(r)=n
(12457) (N = o

Distribucién de PAscAL Hipergeométrica

r(N+1)(r+1)(N+2)
R+1 R+2

(12.46) Hy(n) = Fon(N+2\r+2;N +2;R+2)— H(n)

r(N+1) (r+1)(N +2)G

12.46°) J,(n)=
( ) () R+1 R+2

ph(N+2\r+2;N +2;R+2)—J(n)

4.2. Variable truncada

Dada una variable X, con funcion de densidad f(x) vimos, en el capitulo anterior, que si
eliminamos los valores mayores a X, (truncamiento a la izquierda), la densidad de la nueva
variable es

f
(12.47) f(y) = A

F(X,) (Y < Xo)

Andlogamente, si eliminamos los valores menores a X, (truncamiento a la derecha), es
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f (Y)

(1248) f,(9)=¢ 0
X 0

(y > Xo)

Finalmente, para un truncamiento a dos colas, en que se eliminan los valores menores que
X1y los mayores que X,, tenemos

f
(1249) )= P sy
X 2 X 1

Vimos que para estos tres casos, las medias respectivas son

(12.50) py=E(y) = F(Xo)j;yfx<y)dy=%;;°)) (v < Xo)
(12.51) 41y =E(y) = G(xo)zyfx(y)dy:% (v>Xo)
(12:52) py=E(y) = ijjymy)dy:ﬂﬁiz;:;'((;(l‘)) X <y <X)
La esperanza de y” estara dada entonces por
(12.53) E(")= F(;O)_Xfiyzfx<y)dy='lz((—;o°)) (Y < Xo)
(12.54) E(y2>=%mzy2fx<y)dy=‘g((—z°)) (v>Xo)
(1259) BY) - FX(XZ;FX(xl)EXzf(X)dXZHéﬁiziig(z;?)l) Ch=y=X

Por lo tanto, la varianza para cada uno de estos casos es

2
(12.56) o= HZ(XO)—[H(XO)} (Y < Xo)

F(Xo)  [F(Xo)
2
»_ 1(X0)_[IX0)
(12.57) o G(Xy) [G(XO)} (y > Xo)
(12.58) o2 = HaX)=H (X)) [HOG)-HOO T (o
| FOX)-F(X)  [FOX)-Fox) | 77

Foérmulas similares se tienen para el caso en que la variable original sea discreta.
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Ejemplo 14 (Ejemplo 1 del Capitulo 11 —repetido y completado con el calculo del desvio
estdndar-). Una empresa constructora ha ganado la licitacion estatal para una obra civil por un
monto de u$s 600.000 y un plazo de entrega de 210 dias, con una clausula que penaliza en u$s
2.500 cada dia de atraso, y un premio de u$s 1.500 por dia de adelanto. El costo de la obra para la
empresa se ha calculado en u$s 330.000 fijos mas 500 u$s/dia. Ademas, mediante la teoria de
redes se ha determinado que la duracion de los trabajos se distribuye Normalmente con media
195 dias y desvio estandar 25 dias. Calcular la media y el desvio estandar del beneficio.

Podemos expresar el beneficio (B) en funcion de la duracion (X) de la obra como sigue

X<210: B=600.000 —330.000 — 500x + 1.500(210—Xx)

X>210: B=600.000 - 330.000 — 500x — 2.500(x-210)

o sea, operando con las expresiones

(12.59) x<210: B=1585.000—2.000x
Xx=210: B=795.000 - 3.000x

Para simplificar el manejo numérico, vamos a expresar el beneficio en miles de u$s:

(12.59°) x<210: B=1585-2x
Xx=210: B=795-3x

(12.60) E(B)=585F(210) — 2H(210) + 795G(210) — 3J(210)

También tenemos

F(210) = @(210“‘] =®(%‘5195j _ 0(0.6) = 072575
[e)

G(210) = 1- F(210) = 0,27425

H(210) = 4F (210) - —>— Exp| — 0.67 ) _ 33,1906
V2n 2 ’

J(210) = u—H(210) = 61,8094

Reemplazando en (12.60) obtenemos E(B) = 190,783 (Miles de u$s)

Para el calculo de la varianza, debemos elevar al cuadrado las expresiones (12.59°):

X <210: B*=(585 - 2x)* = 342.225 — 2.340x + 4%
X>210: B?=(795 - 3x)* = 632.025 — 4.770x + 9x*

Sera entonces

E(B?) = 342.225F(210) — 2.340H(210) + 4H,(210)
+632.025G(210) — 4.7703(210) + 935(210)

Sélo nos falta calcular Hy(210) y J2(210). Con (12.30)

X 2 _
(12.30)  Ha(x) = szf(x)dx=E(x2)®(Z)—%(x+,u)Exp(—z—j .oz -XTH
—0 T
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calculamos primero E(x?) = 4 + o = 195% + 25% = 38.650 dias’. Resulta entonces
H2(210) = 24.676,22 ; J»(210) = E(x?) — H»(210) = 13.973,78
E(B?) =39.674,2291 ; D?*(B) = E(B?) — [E(B)]* = 3.276,007

D(B) = 57,24 (Miles de u$s)

Ejemplo 15. (Ejemplo 11 del Capitulo 11 —repetido y completado con el célculo del
desvio estdndar-). En la Argentina, en 1992, los hombres tienen una esperanza de vida al nacer
de 68,44 anos, con un desvio estandar de 10,12 afios. Suponiendo que la distribucion es de
GUMBEL del minimo, calcular la esperanza de vida de un hombre de 65 afios.

La esperanza de vida (total) de un hombre de 65 afios es

J(65)

E[X\(x>65)] = 5(65)

Calculemos entonces los parametros de la distribucion

n J6
oc=—pf; Pf=—0=789 afos
J6 m

u=0-Cp; 0=pu+Cp=172,99 aios

G(65) = Exp{— Exp(%ﬂ =0,6955

La esperanza matematica parcial derecha, calculada con un programa, es
J(65)=51,2747
de donde resulta E[X\(x>65)] = 73,71927 = 73,7 afios, o sea 8,7 afos a partir del momento en que

tiene 65 afios.
Calculemos ahora la varianza mediante la expresion (12.57)

2
2 35(Xg) | I(Xp)
(12.57) o G(X,) [G(XO)} (y > Xo)

Mediante un programa personal, hemos calculado
J2(Xp) = 3.798,023
de donde resulta

o2 = 3.798,023
0,69554
o =5,1 aflos

—73,71927% = 26,0078
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Este es el desvio estandar para una expectativa de vida de 73,7 afios y también para el
tiempo de vida restante a partir de los 65 afios, o sea de 8,7 afios, pues X = 65 afios es un valor
prefijado.

Ejemplo 16 (Ejemplo 7 —repetido y completado con el célculo del desvio estandar-).
Una fabrica de autopartes tiene en cartera un pedido de 210 piezas fundidas. El porcentaje
defectuoso es del 11% y por razones técnicas se deben fundir todas las piezas en una sola colada.
En el contrato firmado con el cliente se estipula un precio de venta de $122 por cada pieza hasta
las 210 y $90 por cada pieza excedente. Se establece ademas que el proveedor otorgara una
bonificacion de $20 por cada pieza faltante hasta las 210. Cada pieza producida tiene un costo de
$92 —sea buena o defectuosa—. a) Si se decide fabricar 250 piezas, ;cudl es la media y el desvio
estandar del beneficio? b) idem si se decide fabricar 239 piezas (lote dptimo).
a) Vimos que el beneficio B del lote se expresa en funcion del niimero r de piezas buenas
obtenidas como sigue
r<210: B=122r-92x250 —20(210 —r) = 142r — 27.200
r>211: B= 122x210 —92x250 + 90(r— 210) = 90r — 16.280

Su valor esperado
(12.16) E(B)=142H(210) — 27.200F(210) + 90J(211) — 16.280G(211)
La variable r tiene distribucion Binomial de n =250 y p = 0,89. Entonces
F(210) = Fp(210\ 250; 0,89) = 0,010196
G(211)=1-F(210)=0,989804
H(210) = npFy(r—1\ n—1; p) = 250x0,89F,(209\ 249; 0,89) = 222,5x0,009558 = 2,12661
J211) =np — H(210) =220,3734

Reemplazando en (12.16), obtenemos E(B) = $3.744,24.
Para el calculo de la varianza, tenemos

r<210: B?=(142r—27.200)* = 20.164r* — 7.724.800r + 7,3984x10°
r>211: B’= (90r — 16.280)> = 8.100r* — 2.930.400r + 265.038.400

Sera entonces

(12.61) E(B% =20.164H,(210) — 7.724.800H(210) + 7,3984x10°F(210) +
+8.100J5(211) — 2.930.400J(211) + 265.038.400G(211)

Nos falta calcular H(210) mediante (12.43):
(12.43) Hay(r\n; p)= n(n—1)p*Fu(r—2\ n—2; p) + Hy(r\ n; p)
H,(210\ 250; 0,89) = 250x249x0,89F1(208\ 248; 0,89) + Hy(210\ 250; 0,89)

Fn(208\ 248; 0,89) = 0,008953
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H,(210\ 250; 0,89) = 250x249x0,89°x0,008953 + 2,12661 = 443,5753

Ja(211) = E(r%) — Hx(210) = (250x0,89)*+250%0,89%0,11— 443,5753 = 49.087,1497
Reemplazando en (12.61) se obtiene E(B?) = 14.219.918,94, por lo tanto

D?(B) = E(B%) — [E(B)]* = 200.575,88 ; D(B) = 447,86

b) Generalizando para n, la expresion del beneficio es

r<210: B=122r-92n-20(210 —r)=142r - 92n - 4.200
r=211: B= 122x210-92n+90(r—210) =90r — 92n + 6.720

Paran =239, es

(12.62) r<210: B=142r-26.188
r211: B= 90r-15.268

E(B) = 142H(210) — 26.188F(210) + 90J(211) — 15.268G(211)
Ahora tenemos
F(210) = Fy(210\ 239; 0,89) = 0,31633
G(211)=1—Fp(210\ 239; 0,89) = 0,68367
H(210) = Hy(210\ 239; 0,89) = 239x0,89F,(209\ 238; 0,89) = 239x0,89x0,30812
= 65,5402
JQ211) = Jp(211\ 239; 0,89) = 239x0,89 — Hy(210\ 239; 0,89) = 147,1698
Resulta entonces E(B) = $3.829,67.

Para el calculo de la varianza del beneficio, elevamos al cuadrado las expresiones (12.62):

r<210: B*=(142r—26.188)" =20.164r* — 7.437.392r + 685.811.344
r>211: B*=(90r — 15.268)> =8.100r* — 2.748.240r + 233.111.824

E(B?) = 20.164H,(210) — 7.437.392H(210) + 685.811.344F(210)
8.100J,(211) — 2.748.240J(211) + 233.111.824G(211)

Falta calcular

H,(210) = Ha(210\ 239; 0,89) = 239x238x0,89°F,(208\ 237; 0,89) + Hy(210\ 250; 0,89)
= 13.581,5467

J2(211) = E(r?) — Hy(210) = (239%0,89)*+239x0,89x0,11— 13.581,5467 = 31.687,3956

con lo que resulta E(B?) = 14.934.225,23 ; D*(B)=267.847,30; D(B)=517,54
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Veamos ahora como cambian estos resultados para distintos valores de la probabilidad de
pieza buena que, en el ejemplo, era 0,89.

P 0,80 0,85 0,90 0,95 0,99

n 6ptimo 263 249 237 225 215
E(B\ n 6ptimo) | 1.335,67 |2781,12 |4.07829 |5.24536 |6.094,92
D(B \ n optimo) | 75523 | 630,58 | 481,91 322,62 | 136,67
E(B\n=250) |1.193,06 |2.780,86 |3.969,88 |5.095,00 |5.995,00
D(B\n=250) |882,95 |615,11 |427,40 |310,14 | 141,59

Ejemplo 17 (Ejemplo 12 —repetido y completado con el célculo del desvio estandar-).
Un fabricante entrega su producto en cajas de 50 unidades, en las cuales siempre coloca
“honestamente” 3 defectuosas. Sabe que las otras 47 son todas buenas. El comprador toma una
muestra de 5 unidades de la caja y, si son todas buenas, la acepta; si encuentra 2 o mas
defectuosas, la rechaza, pero si encuentra 1 defectuosa, sigue revisando hasta encontrar otra
defectuosa —que seguramente encontrara—. La revision tiene un costo de 20$/unidad buena y
30$/unidad defectuosa. Calcular la media y el desvio estandar del costo de muestreo por caja.

Sea r el nimero de defectuosas que encuentra en la primera muestra de 5 unidades
(12.63) r=0: C=20x5=100
r=1:. C=20x4+30 +20(n;—1)+30=120+20n; (n; > 1 para encontrar r;=1
defectuosa en N;=45 donde hay R;=2 defectuosas)
N, < 5 para r,=2 defectuosas: C =30x2 + 20(n,—2) =20 + 20n;

El costo esperado sera:
(12.64) E(C)=100Pn(0\ 5; 50; 3) + 120 Pn(1\ 5; 50; 3) + 20Jpn(1\ ri=1; N;=45; R1=2) +
+ 20Fpn(5\ r2=2; N2=50; Ry=3) + 20H,n(5\ r2=2; N,=50; R,=3)
Calculemos los términos de esta expresion

Ph(0\ 5; 50; 3) = 0,72398

3)50-3
1N 5-1
Pr(1\ 5; 50; 3) = 5oy =0,252551
%)

Jon(I\11=1; N;=45; R|=2) = (N, +1)

Gpr(2\r=2;N =46,R =3)
1
La altima Gph vale obviamente la unidad, por lo tanto

RN, +1)  1x46
R, +1

Jon(1\ 11=1; Ny=45; R;=2) = =15,33333
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Fon(5\ r=2; N=50; R=3) = Gn(2\ n=5; N=50; R=3) = 1— Fx(1\ n=5; N=50; R=3)
=1 = Pp(0\ 5; 50; 3) — Pr(1\ 5; 50; 3) = 0,023469

r(N +1)

Hpn(5\ r=2; N=50; R=3) = th(n +1\r+LN+1;R+1)

_ 2x35l1

Fn (613;51; 4) = 25,5Gn(3\ n=6; N=51; R=4)
=25,5[Pn(3\ n=6; N=51; R=4) + Py(4\ n=6; N=51; R=4)]
[4)(5 1- 4j (4)(5 1- 4j
3\6-3) 4]l 6-4
=255 +
51 51
6 6

=25,5(0,00360144 + 0,000060024) = 0,093367
Reemplazando en (12.64), obtenemos E(C) = $411,71

Para el calculo de la varianza, elevamos al cuadrado las expresiones (12.63):

r=0: C*=100"=10.000

r=1: C*=(120 + 20n,)* = 14.400 + 4.800n; + 400n,* (n; > 1 para encontrar 1
defectuosa en N=45 donde hay R=2 defectuosas)

N, < 5 para r=2 defectuosas: C? = (20 + 20n,)* = 400 + 800n, + 400N,

Sera entonces

(12.65) E(C?) = 10.000 Py(0\ 5; 50; 3) + 14.400 Py(1\ 5; 50; 3) +
+ 4800Jph(1\ r1=1; N1:45; R1=2) + 400J2(1\ r1=1; N1:45; R1:2) +
+ 400th(5\ r2=2; N2=50; R2=3) + 800th(5\ r2=2; N2=50; R2=3) +
+ 400H2(5\ r2=2; N2=50; R2=3)

Falta calcular la Jy(1) y Ha(5):
L1\ r=1; Ny=45; R=2) = 1N #D (6 + DN, +2)
R, +1 R, +2
—Jpn(1\ ri=1; N1=45; R;=2)

Gp(3\r=3N=47;R=4)-

La ultima Gph vale obviamente la unidad, y ya calculamos la Jpy(1), entonces

3o(1\ =1 Ny=45; Ry=2) = (1 ><346j(2 ><447J 1 ><346 _ 345




Hz(n2:5\ r2=2; NZZSO; R2:3) =

_ (N, +1) (r, + )(N, +2)
R, +1 R, +2

Fon (4211, +2: N, + 2R, +2) — H(n=5)

Vimos que H(n=5) = 0,093367. Ademas
Fpn(na+2\ 1325 No+2; Ry+2) = Fpn(7\ r=4; N=52; R=5) = Gp(4\ n=7; N=52; R=5) =

= Pp(4\ n=7; N=52; R=5) + Py(5\ n=7; N=52; R=5)
[5}(52 - SJ (5)(52 -5
4 7-4 5\7-5
= +
52 52
7 7

H2(ﬂ2=5\ r2=2; N2=50; R2=3) =0,395204

j =0,000606011+0,00000808 = 0,000614091

Reemplazando en (12.65), obtenemos E(C?) = 222.718,6938 ;
D*(C) =53.215,6423 ; D(C) =230,69.

5. APENDICE

5.1.
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DEMOSTRACIONES DE LAS EXPRESIONES DE LA ESPERANZA
MATEMATICA PARCIAL DE X?

5.1.1. Distribucion Normal [Expresion (12.30)]

€S

Dado que

f(x)= G\/_ Expli—l(x;#jz}

T2 R T 1 x-u ’
Hz(x)__ij f(x)dx_cﬂ_ij Exp{ 2( S j }dx

Ponemos Z =% entonces X = u +oZ; dx=odZ

o

H,(x) = \/_ j (u+0Z)* Exp(—Z—ZJdZ—
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1

= Jor
C el S L gz 4 240 Z: _z
\/ﬁ | Exp( sz N Rk | ZEx p( j \/_ jZ Exp( sz

En esta expresion, la primera integral, dividida por /21 es ®(Z); la segunda es elemental

2 2
j ZExp(— 2—sz = —Exp(—%J

La ultima es algo mas complicada y la llamaremos 1(Z). Tenemos entonces

8*—.N

2
(u* +2u0Z +0222)Exp(—%JdZ =

a

y vale

1 (Z
o o )

2 2
(12.66) H,(x)= > ®(Z)-2£S Exp(—%J 2
siendo

z 5 7 2
(12.67) 1(Z)= | Z°Exp Y dz
Vamos a calcularla a partir de

z
K(a)= [Exp(-aZ?)dZ
, t? dt
En esta ponemos aZ~ = ?; t=7Z~+2a; dZ =———y queda

V2a

cD(zJ— )

NeP)

Z2a
K(a)= j Ep(—%]— \/_q>(z\/_)\/_

0 s€a

K(a)= TEXp(—aZz)dZ =Jra*D(Z2a)

Derivamos respecto de a

dK(a) Z_, 2 a”"? BN 21> N2 i
—— L =— [ Z°Exp(—aZ")dZ =~/ 7| — D(Z\2a)+ ——Exp(—aZ°)Z —
1o _IOO p(—aZ”) V4 5 (ZN2a)+a NP p(—aZ”) 5 @

0 s€a

? Z2Exp(—aZ*)dzZ = 2*/; CD(Z\/_)——Exp( aZ?)

—0

Para a=1/2 se obtiene la integral 1(Z), esto es



z 72 72
1(Z)=] ZzExp(—TJdZ =27D(Z) - ZExp[—Tj

Reemplazando en

_ oy 2o e 27, o8
(12.66) H,(X)=px"D(2) mExp( 5 J+m 1(2)
obtenemos
9 2uc z? c’ B _Z_2
H,(X)=u ®(Z)- \/Z_Exp( 5 J —M{VZZCID(Z) ZExp( 5 H

= (/UZ +02)®(Z)—%(2ﬂ+GZ)EXp(—%2]

y dado que X = i +cZ, resulta finalmente la expresion (12.30)

o Vam

(12.30) Hx(x)= jx f(x)dx = E(x )CD(Z)——(X+,u)EXp[—ZT2] ; z=X"H

5.1.2. Distribucion Lognormal [Expresién (12.31)]

Dado que

£(x) = 1 EXp_l(Lnx—mj2
xD+/21 2 D

! )j(xExp _l[—Lnx—m)z dx
D27 0 2 D
Ln x—

Ponemos Z = Tm entonces X = Exp(m+DZ) ; dx = DExp(m+DZzZ)dZ

€S

H2(x)=fx2f(x)dx=
0

2

H,(X)= \/_ j Exp(m + DZ)Exp(—ZTJExp(er DZ)dzZ =

2m

r

2
| Exp(2 DZ - ZTJdZ

Completamos el cuadrado en la ultima integral

Z> o 1 2
2DZ—7_2D —E(Z—2D)

y queda

29
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Exp(2m+2D?) Z

Lz _2py
o _{OExp{ J(2-2D) }dz

Ponemos finalmente t =7 — 2D

H,(x) =

H,(X) = EXp(z\/”;izDz) i Exp(—%}dt: Exp(2m +2D2)d(t)
T —0

y como E(x%) = Exp(2m + 2D?) resulta la expresién (12.31):

(1231) Hy(0) = [x* F (x)dx = E(xz)tb( Ln )|(3_m —2Dj
0

5.1.3. Distribucién Gamma [Expresion (12.32)]

Dado que

r-1
f()=— (lj e ¥/
GV

X r-1 2 X r+1
Hy(x) = ——— sz(lj e dx=— L j(lj e fdx =

€S

AT B PGBV
r(r+1)
r+l1
2 L XX xp
r(r+1)p [ﬂl‘(r+2)g(ﬂj e dx}

Ahora r(r+1)4 2=E(x2) y la expresion entre corchetes es la Fg(X\ r+2; 3); resulta entonces
la férmula

(12.32) Hx(x)= Txf (x)dx = E(x?) Fo(X\r+2;5)
0

5.1.4. Distribucion de WEIBULL [Expresién (12.33)]

Dado que

o-1 ®
(%) 50 xp{ 5

es Hz(x)—%ixzxlexp{_(%j }dx_%ixwﬂap[&} ]dx

Ponemos en la integral
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X ? ® o-
y=(—J L x=py"0s d=Lyregy
®
y queda

y y y
Ha00 =0  yAy e 2 yvetay = g2 [y>oe vy = 2 F(l +3j L fyrey
° @ ° © F(l

.z}

Ahora AT(1+2/0)=E(x%) y la expresion entre corchetes es la FsW\ r=1+2/o; f=1).
Resulta entonces la expresion (12.33)

(12.33) Hy(x)= fxz f (x)dx = E(x*) F, [(1] \r =1+3;ﬂ-: 1}
0 o) I0)

5.1.5. Distribucion de PARETO [Expresién (12.34)]

Dado que

f(x)=

Xl//+1
€S

4 4
H,(x)= sz ‘//0 —dx = z,//é?"’jx gy _Lx“”+2 " =ﬂ(x“”+2 —07V*?)
-y+2 0 —y+2
9

w=2
o sea finalmente

0!// 2(0 l//+2 —l//+2)

X -2
(12.34)  Hy(x) = [xf (x)dx = wo* {1_@]'” }
6 -2

X

5.1.6. Distribucion de GuMBEL del minimo [Expresion (12.35)]

Dado que
f(x)= 2 Exp( ﬂg)Exp[ Exp(%ﬂ

HZ(X)Z_szf(X)dXZ%_L EXIO[ ﬂeJExp[ Exp( ﬁeﬂdx

€S
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Llamamos t = Exp(x;ﬂgj; X=0+pnt; dx= ,3%

y queda
t t t t
H,(x) = %j(@ +ALn t)%e“ﬁ% =0*[e 'dt+26p[e 'Lntdt+ £*[e 'Ln® tdt
0 0 0 0

En el Gltimo miembro, la primera integral es elemental y vale 1—e™"; la segunda integral,
que llamaremos I;(t) no es elemental y vimos en el capitulo anterior que su expresion, dada por
un desarrollo en serie es

n
(12.36) 1i(t) = je’th tdt=(1-e")Lnt+ z( ? t
n'n
Ahora obtendremos el desarrollo en serie de la ultima integral

t
I,(t) = e 'Ln’tdt
0

Podemos poner

n
e'Ln’t=Ln? tz( Dt
n=0 n!

La primitiva de t"Ln’t es
n+1 n+1 n+1
L ~Lnt 2t ;
n+1 (n+1) (n+1)
Vemos que se anula en t = 0, por lo tanto, la integral definida entre 0 y t toma la misma
expresion. Se tiene entonces

[t"Ln’tdt =

oty a2 2 (=D" (L
[e"Ln“tdt= [t"Lntdt [=
0 0

n=0 n'

n n+1 n+l1 n+1
=D L 2t SLnt+ 2 <=
n+1 (n+1) (n+1)

0 (_l)n tn+1 _2Lnt 0 (_1)!’] tn+1 +2§ (_l)n tn+1

=Ln’*ty
im0 Nl n+l o Nl (n+1)* a0 n!o(n+1)°
OO_nn+1 o _1\Ngn+l . _1\Ngn+l
L2t e D™ s CO' g e
n=0 (N+1)! no(N+DI(N+1)  nso(n+DI(n+1)

La primera serie es el desarrollo de 1-e™ y las otras se pueden comenzar con n=I,
obteniéndose la expresion (12.37)
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n o (_1\N$N
(12.37) je*‘Ln2tdt—(1 e*t)Lnt+2Lntz( Dt -2 (1)2t
n=1 N!n n=1 h!n

5.1.7. Distribucion de GUMBEL del maximo [Expresion (12.39)]

Dado que

f(x)= % Exp(— X;’ngExp{ Exp(TeH

es
X I x5 X—6 X—60
H,(x) = [x*f(x)dx == [ x Exp(——]Exp{_ Expt_ﬂdx
S B B B
dt
Llamamost:Exp( ) x=0-pLnt; dX:_'BT
y queda
(12.67) Hz(x)—zj(e Ant) te‘t( ﬁjdt 6 je‘tdt Zeﬁje‘ththﬁ J'e‘th tdt

En el Gltimo miembro, la primera integral es elemental y vale e™. Las otras pueden
expresarse en funcion de (1) e Ix(t) que utilizamos para la GUMBEL del minimo ya que

© 0 2
[e'Lntdt=-C; [e'Ln’tdt="—+C?
0 0 6

€S

0 © t
fe'Lntdt=[e'Lntdt—[e 'Lntdt=—C—1I,(t)
t 0 0

© © t 2

fetLn’tdt = [e'Ln’tdt— e 'Ln’tdt = Z—+C> — I, (1)

t 0 0 6

Reemplazando en (12.67), obtenemos la expresion final (12.39):

t 2t
(12.39) Hy(x)= jx f(x)dx = 0% ‘t+2ﬁ9(C+Ie‘thtdtj+ﬁ2[C2+%—je‘th2tdtj
0 0

—00
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5.2. DEMOSTRACIONES DE LAS EXPRESIONES DE H(r) Y Hx(r) PARA LAS
DISTRIBUCIONES DISCRETAS

5.2.1. Distribucién de PoissoN [expresiones (12.2) y (12.42)]

Dado que
—M T
P(r="—1-
€S
—M i i _1p—M i
(122) HN=3iPH=xi" T =myE T —myE M e (r=1vm)
i=0 i-=0 1! i=1 (1=1)! i=0 !
Calculemos ahora
r, . I,e ™ re™m'! ro e "m'!
H,(r)= Yi?P(i) =Yi? m>i— =mY(i-1+1)— =
(1) i=0 ® i=0 1! i=1 (1=1)! i:I( )(I—l)!
7m i-1 -m i1 -m ~i-2 la~Mpi
=my(i-1)S myS Sy IED ST S
i=1 (i—-1n! i1 (I—=1)! i— (1-2)! i=0 !
] -m i
=m? YL H(r)

i=0
o sea finalmente

(12.42) Ha(r) = m*Fpo(r-2\ m) + H(r)

5.2.2. Distribucion Binomial [expresiones (12.13) y (12.43)]

Dado que
n! r n—r
P()_mp(l—p)
es
G268 W= ST P 0-p P -
.Zi: (n=1)!

-1 (1 _ gy (D=1
i—nfn-n—a-np® P

Ponemos i’=i-1; n’=n-1; r’=r-1 entonces queda
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n'!

H(r) = p; Ty p"(1-p)"" =npF, (r'\n'; p)

o sea finalmente

(12.13) H(r) = npFy(r-1\n—1; p)

Calculemos ahora

n! i r P
H,(r)= E) mp(l P gmp(l p) =
=El( )—(i—l)'(.n N p(d-p) =
ZE( )—(l—l)'(n— N p'(1-p)" |1—( i Din_! p(-p

De (12.68) vemos que la ultima suma es H(r). La primera suma del Gltimo miembro, que
llamaremos A(r) es
(n—-2)!

n! i1 i r -2 1 ne
A(r) = Z( - )W p'd-p"" =n(n-1)p? ZZ(I 2)!(n—i)!p (I-p)
Ponemos i”=i-2 ; n”=n-2; r’=r-2 entonces queda
"' . " oin
Ar)=n(n-1)p* ;—I,,,(r':,, 5 P =P === Dp?F (s p)

o sea finalmente, la expresion

(12.43) Hy(r\n; p)= n(n—1)p*Fu(r—-2\ n—2; p) + Hy(r\ n; p)

5.2.3. Distribucion de PAsScAL [expresiones (12.14) y (12.44)]

Dado que
_ (n_l)! re_ n—r
P(n)_—(r—l)!(n—r)! p(1-p)
€S - -
(1269 HO =i pra-p T -f L pra-p) -
i-r (r=1!(i-r)! i-r (r =!I —r)!
_ n i! r+l 1 i-r
“oEni-mP P

Ponemos i’=i+1; n’=n+1; r’=r+lI entonces queda
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5 (=Dt

Hm= pi r(r DIG'-r")!

! O r
pra-p'" =5Fpa(n'\r';p)

o sea finalmente, la expresion

(12.14) Hpa(n\r;p):%Fpa(n+1\r+1;p)

Calculemos ahora

(. 1)! r1_ n\i- L i r1_n)i" =
HZ(n)_Er —(r—l)'( ! pra-p)" ; —( =) p (1-p)
n i! r i-r
E(H'l 1)mp (1-p) =
Ll i! req_ A\i-r _ 0 i! reg AT
S e P T e P

De (12.69) vemos que la tltima suma es H(n). La primera suma del Gltimo miembro, que
llamaremos A(n), es
n @i+

n . i! ,
A(n) = i+)—p lr_—rl_ -r _
m i§'( ’ )(r—l)!(i—r) (=) .Zr(r DIi—r)! =P
I’(I’-i—l) D (i+l)! r+2 i-r
= 1—
p’ Er(r+1)!(i—r)! Pra=p)
Ponemos i”=i+2; n”=n+2; r’=r+2 entonces queda
r(r+1) n" -1 0" i r(r+1)
A(n) = n"\r";
( ) g ( r" 1)'(|" n)' ( p) p2 pa( p)
o sea finalmente, la expresion
n -1
(12.44) Hy(n) = Ziz(: Jpr(l— )" = r(rjl) Foa(N+2\1+2; )~ H(n)
i=r -
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5.2.4. Distribucion Hipergeométrica [expresiones (12.19) y (12.45)]

Dado que

P(r)=w
)

(1)
(12.70) H(r):zr:ii n-—i iii!(R—i)!(n—i)![(N—R)—(n—i)]z=
i=0

€S

N i=0 N!
(nj n'(N —n)!
R! (N —R)! (R=1)! (N —R)!
¥ (i-DI(R-D!(n-(N-R)—-(n-D]t nR £ (i—-D!IR-D!(n=[(N-R)-(n-D] _
i=1 N! N iz (N-D!
n'(N —n)! (n—=D!(N —n)!

Ponemos i’=i-1; r’=r-1;n’=n-1; R°=R-1; N’=N-1 entonces queda

o n'—i'
Hi="R g AN :%Fh(r'\n'; N';R")

-

o sea finalmente, la expresion
nR
(12.19) H(r):WFh(r—l\n—l;N -LR-1)

Calculemos ahora

(R](N—R] R! (N =R)!
i\ n-i)_roiR-i-DN-R)-(-D)]

Nt _
Hz(r)_gol N _Eo N!
(n] n'(N —n)!
R! (N -R)!
L (i =DIR=D!(n=D(N=R)=(n—-i)]!
—z NI -

n!(N —n)!
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R! (N -R)!
~ S pd=DIR=D! (- ;u):[(N R)—(n-D]t _
n'(N —n)!
R! (N -R)! R! (N -R)!
Lo =DHR=DI DN —R = =D} & (=DIR=D!(1=DI(N-R)-(n-D}]
_El(l ) N! |:1 N!
n!(N —n)! n!(N —n)!

De (12.70) vemos que la ultima suma es H(r). La primera suma del altimo miembro, que
llamaremos A(r), es

R! (N —R)!
A(r):é(i—l)(l DIR-D! (n- 3:[<N R)—(n-i] _
n'(N —n)!
R! (N —R)!

r (i-2)R-DI(N=DI(N-R)—(n-D] _
=Z NI

i=2

n'(N —n)!
(R-2)! (N —R)!
_nR(n—1)(R-1) < (i-2!/R-D!(n=)[(N=R)—(n-b]
N (N-D) S (N -2)!
(n=2)!I(N = n)!

Ponemos i”=i-2; r’=r-2;n’=n-2; R”=R-2; N”’=N-2 entonces queda

R"! (N"-R™")!
PR (n= (R 1) & IR ("—i)[(N"—R") — ("=i")]i _
AN = W N -1 iéo N™ o
W

= Bw Fh(r"\n"' N": R") — B (n-D((R-1

F,(r=2\n-2;N-2;R-2)
N N -1 N N -1

o sea finalmente, la expresion

(1245) Hyr) = n%—(”_l)(R_l)

N -1 F,(r=2\n-2;N -2;R-2)+ H(r)
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5.2.5. Distribucion de PAscAL Hipergeomeétrica [expresiones (12.20) y (12.46)]

Dado que
n—1}N-n
P(n) = r-1\R-r
()—T
R

(i—lj(N—ij (i—1)! (N —i)!
n {r=1\R-r (r=DIi-N!R-N[N-H-(R-n] _

€S

(12.71) H(n):grl N :Erl NI
(RJ RI(N —R)!
! (N —i)! ! (N —i)!
_pr=Dii-n)! (R-DIIN-DH-(R-D] _r(N+1) $rii-n! (R=D)[(N-i)—(R-1)]!
it N! R+1 iz (N +D)!
RI(N —R)! (R+1)!I(N - R)!

Ponemos i’=i+1; r’=r+1;n’=n+1; R’=R+1; N’=N+1 entonces queda

(i'-1)! (N'-i")!
Hn) = r(:++11) .nzr (r=D!G'-r! (R'—:\'l)'i[(N'—l')—(R'—r')]! _ r(:++ll) (TP, N',R)
R'I(N'-R")!

o sea finalmente, la expresion

r(N +1)

(12.20) H(n)= S Fan(E I+ BN ER+1)

Calculemos ahora

(i—lj(N—ij (i-1)! (N -i)!
r-1\R-r :ziz(r—l)!(i—r)!(R—r)![(N—i)—(R—r)]!:

H,y(m) = 3i°

N N!
(RJ RI(N —R)!
il (N —i)! it (N —i)!
_ ii (r=D!(i-r)! (R—[:I)'![(N —i)—(R=n)]! :i(i f1-1) r(i-r)! (R—r)!l\E('N ~i)—(R-n)]!

RI(N -R)! RI(N -R)!
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i (N =i)! il (N —i)!
_ -i(i +1) (r=D!Gi-r)! (R—I:I)!![(N —i)=(R-1)]! $ r(i-r)! (R—r)!l\[l(!N —i)=(R-n)]!
RI(N —R)! RI(N —R)!

Segun (12.71), la ultima suma es H(n). La primera suma, que llamaremos A(n) es

i! (N =i)!
A(n) = _i(i 1) (r=D!Gi-r)! (R—IL)'! [(N-i)—(R-1)]! _
(i+D)! (N —i)!
(r=D!i-nN!'(R-0)![(N-i)—(R=1)]!
:i§r N! -
(i+D! (N -i)!

_r(r+D(N+1)(N +2) 2 r+DIG-r! (R=D![N-D)=(R=-D]

(R+1)(R+2) i=r (N +2)!
(R+2)!(N-R)!

Ponemos i"=i+2; r’=r+2;n”’=n+2; R"=R+2; N”=N+2 entonces queda

(i"-1)! (N"=i")!
Cr(r+D(N+ DN +2) o0 (r=DIGE"—r)! R=r")(N"=i") = (R"-r")]!
A2 (M= (R+1)(R+2) & N"! H(m
R"I(N"-R")!

o sea finalmente, la expresion

(12.46) Hymy= "OFDIFDNAD 2 o\ r 2N +2R+2)-H()
R+1 R+2
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6. PROBLEMAS

12.1) Hay unos rollos de tela cuyo proceso de fabricacion genera en promedio 1 falla cada 100 metros. La
longitud de cada rollo es variable, pues se corta en la segunda falla si ésta aparece antes de los 200 m, de
lo contrario se corta en 200 m. a) Calcular la longitud media de los rollos. b) Calcular el beneficio
esperado por rollo si el costo es de 5 $/m. y el precio de venta 8 $/m. para los rollos menores de 150 m y
10 $/m. para los restantes.

12.2) En un proceso productivo de una tela cruda, se producen fallas a razon de 0,7 fallas cada 100 metros.
Esta tela es bobinada en rollos de longitud variable pues se corta siempre en la segunda falla. Después,
estos rollos se clasifican en dos categorias: de 1* los que tienen mas de 100 metros, y de 2% los otros. Se
desea calcular: a) La longitud media en cada categoria. b) Si se ha recibido un pedido de 10 rollos de 1%, y
se van a sacar del deposito uno por uno, donde estan todos mezclados, hasta lograr el pedido, ;cual es el
numero esperado de rollos para concretarlo?

12.3) Un tipo de papel especial se fabrica en rollos de 500 metros de longitud. El proceso productivo
trabaja con un promedio de 0,4 fallas cada 1000 metros y se considera de 1* calidad los rollos sin fallas y
de 2% los otros. Calcular. a) El nimero promedio de fallas en los rollos de 2%. b) Si se ha recibido un pedido
de 100 rollos de 1* y se van a sacar del depdsito uno por uno, donde estan todos mezclados, hasta lograr el
pedido, ;cual es el nimero esperado de rollos para concretarlo?

12.4) En una féabrica textil, la longitud de los rollos de una tela cruda queda determinada por la aparicion
de cada falla. Las fallas se producen al azar, con una tasa desconocida. En un lote se encontraron 225
rollos con longitudes inferiores a 70 metros y 740 rollos con longitudes superiores a 70 metros. Calcular:
a) La tasa de fallas. b) La longitud media de cada categoria.

12.5) Una fabrica de cables eléctricos produce un tipo de cable aislado con PVC. Cuando utiliza material
recuperado, tiene un promedio de fallas de aislacion de 1 cada 400 m. Este cable se revisa y se corta en los
puntos donde se encuentra una falla y los rollos asi obtenidos se dividen en 3 grupos: a) los mayores a 500
m que se venden con una ganancia de 2 $/m. b) Los mayores a 100 m con una ganancia de 1,5 $/m. y ¢)
Los menores a 100 m que se recuperan con una pérdida de 0,5 $/m y no se venden. Calcular el beneficio
promedio: A) Por rollo producido. B) Por rollo vendido. C) Por metro producido. D) Por metro vendido.



